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 مورلی قضیهچند اثبات مروری بر           

 2، خذیجِ هشضذی1 آسصٍ حسیٌی

  
 چکیده 

ّبی هَجَد دس آهَصش ایجبد اًگیضُ ثشای یبدگیشی است وِ یىی اص هَاسد اًگیضش، یىی اص چبلص 

ّبی هتفبٍت  دس آهَصش سیبضی ثب سٍش 3تئَسی هَسلیوبسثشد ٍ تؼوین هسبئل ثیبى ضذُ دس دسس است.  

جب، ثب اًذ.  حبلا دس ایي صادُ اسائِ وشدُّبی آى سا تبوٌَى آلبی دوتش وشمحل ضذُ یىی اص سبدُ تشیي حل

خَاّین تؼوین آى سا ثِ ػٌَاى یه هسئلِ دٍسُ هتَسغِ ٍ وبسثشد لَاًیي هثلثبتی حل یه سٍش سبدُ هی

ّب ٍ هسبئل هتفبٍت ٍ ٍافشی ضذُ است.  دس ایي همبلِ ثِ  وٌین. تئَسی هَسلی ثبػث ثِ ٍجَد آهذى هؼوب

ختگبى دٍسُ هتَسغِ هی پشداصین وِ لبثل دسن ثشای داًص آهَثشسسی چٌذ سٍش اثجبت ایي لضیِ هی

 ثبضذ.

 آهَصش سیبضی، حل هسئلِ، لضیِ هَسلی.  :كلید واژه
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 مقدمه   .1

ّن  تئَسی هَسلی فشصت هٌبسجی ثشای ٌّذسِ )داى ّب( فشاّن هی وٌذ تب اثْبم اى سا ثشعشف وٌٌذ.

ثِ هٌظَس تَجیِ ًبهی . )ًمبط اثْبم( سا ثشعشف هی وٌذ چٌیي اثجبت هی وٌین وِ اثجبت هب ثسیبسی اص هؼوبّب

ّبی هتفبٍت  وِ ثشای داًص آهَصاى هتَسغِ لبثل اثجبت تؼذادی اص وِ ثشای ػٌَاى ایي همبلِ اًتخبة ضذُ 

 گشدد.دسن ثبضذ ثیبى هی

است وِ ًمبط ثشخَسد خغَط هجبٍس اضلاع تثلیث وٌٌذُ سِ صاٍیِ داخلی  اص ایي لضیِ هَسلی حبوی

تَسظ فشاًه هَسلی  1899دٌّذ. ایي هسبلِ اثتذا دس سبل الاضلاع هیّش هثلث تطىیل یه هثلث هتسبٍی 

تشی ثشای ّویطِ ثِ دًجبل پبسخ سبدُ .ّبی هتؼذدی ثشای آى اسائِ ضذُ استهغشح گشدیذ ٍ تبوٌَى اثجبت

ثیبى یه هسئلِ ثِ عَس سبدُ ٍ حل سبدُ آى یه هسئلِ ّستین تب ثتَاى دس سغَح هتَسغِ لبثل عشح ثبضذ ٍ 

تش ثبضذ. هبًٌذ ثبضذ وِ لبثل دسن ثشای توبم سغَح ، حتی داًص آهَختگبى سغَح پبییيَصضگش هیٌّش آه

ی )پیص ًیبص( اثجبت ثشای دس ثیطتش سبختبسّبی صهیٌِ. [2 ,1]صادُ حل هسئلِ هَسلی تَسظ آلبی دوتش وشم

یه هثلث ثب هثلث دادُ یه هثلث هطبثِ ثب هثلث دادُ ضذُ ٍجَد داسد)یب اثجبت ثب هطبثْت  تئَسی هَسلی،

 ثبضذ.هَلؼیت یه ًیوسبص سبدُ هجٌبیی ثشای ّش هشحلِ ای اص اثجبت هیٍ  ضذُ ثِ پبیبى هی سسذ(

  1ثبًىف  سٍش حل  .2

وِ داًص آهَصش دس دٍسُ هتَسغِ ثب هثلثبت  . [1]است ّبی هثلثبتی  سٍش هجتٌی ثش ثبًىف اثجبت 

ّبی ٌّذسِ ٍ هثلثبتی ایي اثجبت ثبػث اًگیضش خَاّذ ثَد وِ لضبیبی  هْن ًیض ثب آى لبثل  آضٌب ضذُ ٍ سٍش

 حل است.

  داسین :       ثشای ّش هثلث 

   ( )
 

  

   ( )
 

  

   ( )
     

                                                           
1

 . Bankoff 



هَسلی لضیِچٌذ اثجبت هشٍسی ثش   

 
 

1-2شکل   

3-2شکل   

2-2شکل   

( r  هثلث  ضؼبع دایشُ هحیغی     ) 

 

 

 

 ّب ، ثب صاٍیِ     دلخَاُ هثلث  

وطیذُ ضذُ است. اص  A ،B  ٍCدس ًمبط 

  هی داًین وِ همبثلضىل 

  ̂     ̂     ̂        .   

 

 

 

     
         ̂      ̂    
         ( ̂   ̂)    
         (      ̂)    
         ̂    
  (       ̂)   

 

            (
      ̂

 
 ثِ ّویي تشتیت :   ( )   (
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̂ فشض هی وٌین :       دس هثلث       ̂         ̂ داسین :          ٍ دس هثلث     
  

     
   

  

    (        )
.    . 

        (      )         ( )    (  )         ( )  
    (    ). 

 پس    (    )     ( )                  ثٌبثشایي  

           ( )             (    )  

   (  )      ( )       ( ) 

      ( )   (√   )      ( )   
      ( )       (    )        ( )   
      ( ) (             ( )) (              ( ))  
      ( )       (     )         (     )         (   

  )         (     )     
      ( )     (     )   (     ) 

)          ثٌبثشایي :         )     (     )    (    ) 
   

   (    )
 

          ( )     (    )     ( )            (  ) 

 استفبدُ هی وٌین ٍ ثذست هی آیذ:     ٍ         ثشای   (ii)هبًٌذ 

           ( )    ( )    (     )   

           ( )    ( )    (    ) 



هَسلی لضیِچٌذ اثجبت هشٍسی ثش   

 
 

 

 

           (    )    (    ).  

 

                         

  (      )    

= (     (        ))    

  (        )    

  (      )     (      )  . 

 

 

 

 

 

4-2شکل   
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    اص ایٌجب خَاّین داضت 

     
      

 
   ،        

        

 
 ، 

 آیذ. ثذست هی        ،    ّبی   ثِ ّویي تشتیت ثشای هثلث

̂   سا ثذست هی آٍسین  Fصٍایبی حَل  ̂   ٍ یب        . ثِ ّویي تشتیت ثشای      

60ًیض  D  ٍEصٍایبی 
o    .خَاٌّذ ثَد 

  1دسیگیذصسٍش اثجبت   .3

اّویت است وِ ثب  ئضوٌین ؛ ایي ًَع اثجبت ّب اص ایي ًظش حباثجبت دیگشی اص لضیِ هَسلی هغشح هی

 ثبضٌذ. اعلاػبت داًص آهَصاى دس دٍسُ هتَسغِ لبثل دسن هی

ثشای اثجبت لضیِ هَسلی اص لن صیش استفبدُ هی ضَد وِ 

 آهذُ است. [4]اثجبت لن دس 

دس هشوض   Dٍ ًمغِ         فشض وٌیذ   :1لن

  ًیوسبص صاٍیِ   DAاست، اگش ٍ تٌْب اگش  خظ     هثلث 

 .                  ثبضذ ٍ 

اثجبت لضیِ هَسلی : فشض هی      وٌین صٍایبی داخلی هثلث دلخَاُ   

   ̂   ،   ̂   ،   ̂  ثبضذ ٍ دسیگیذص فشض هی وٌذ:    

                                                           
11

. Dergiades 

5-2شکل   

1-3شکل  1-3شکل    



هَسلی لضیِچٌذ اثجبت هشٍسی ثش   

 
 

      (   )، 

      (   )، 

      (   )  
 .            ٍ      ، ،    ٍ فشض هی ضَد  

سبصین هی x ،y ٍ zسِ هثلث هتسبٍی السبلیي سٍی اضلاع یه هثلث هتسبٍی الاضلاع ثب صٍایبی جبًجی 

دس              ٍ      ، ،    وِ   

 ثیٌیذ.ضىل همبثل هی

 

 

 

 

( هطبّذُ 3-3وِ دس ضىل) سبق ّب سا هبًٌذ آًچِ 

وٌیذ اهتذاد دادُ تب یىذیگش هی سا لغغ وٌٌذ.

 

 

 

 

2-3شکل   

3-3شکل   
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ًیوسبص  IDوٌیذ خظ ساس هثلث هتسبٍی الاضلاع است ثٌبثش آًچِ وِ دس ضىل هطبّذُ هی Dچَى 

 (.4-3خَاّذ ثَد دس ضىل ) I  ٍDّبی  صاٍیِ

 

 

 

 

سا ثِ ّن ٍصل  B  ٍCّبی  ساس

وٌین.     هی              

. 
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

    ̂                               . 
ًتیجِ هی گیشین  1است ثٌبثش لن    سٍی ًیوسبص صاٍیِ  Dٍ                چَى  

 ثبضذ.هی    دس هشوض هثلث  Dوِ 

4-3شکل   

5-3شکل   



هَسلی لضیِچٌذ اثجبت هشٍسی ثش   

 
 

(D  هحل ثشخَسد ًیوسبصّب دس هثلث   ).است 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

  وٌین.سا سسن هی AB  ٍACحبل ضلغ 

 

 

 

 

6-3شکل   
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ٍ ّوبى      دس آخش ثبثت هی وٌین وِ صٍایبی داخلی هثلث   هی ثبضذ.  ٍ 

.            ٍ دسًتیجِ               داسین  :    7-3ثٌبثش ضىل 

 .               ّوچٌیي  

ٍ ّوچٌیي            پس                ثِ ّویي تشتیت 

          . 

 ثذیي تشتیت  

  (   )  (   )       
  (      )  (      )       
       (        )       
              

. لزا هثلث             ثٌبثشایي ثذست هی آیذ 

 است.  ٍ   ٍ  داسای صٍایبی      

 

 

 

 

 

7-3شکل   

8-3شکل   



هَسلی لضیِچٌذ اثجبت هشٍسی ثش   

 
 

1سٍش وبًَی  .4
 

دس ایي اثجبت ثٌبثش ضىل .  [6 ,5 ,3] است ضذُ اًجبم 1995 سبل دس وِ وبًَی اص  اثشی صیش اثجبت

 .           ثٌبثش ایي                 ( دس ًظش گشفتِ ضذُ است  4-1)

 

 

 

 

 

 

 

       پس هی تَاى            ٍ چَى             فشض هی وٌین 

 دس ًظش گشفت.       

 گشفت: ثٌبثشایي ثشای سبخت یه هثلث هی تَاى سِ ًَع تشویت اص صٍایب سا دس ًظش

 +0،+0،+0ًَع اٍل  :   -1

   ،   ،        ،  ،       ،  ، ًَع دٍم  :   -2

     ،  ،      ،    ،      ،  ،   ًَع سَم  :   -3

 است. 180oچَى جوغ ّش یه اص ایي ّفت تشویت ثشاثش 

                                                           
1
 Conway 

1-4شکل   
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وبًَی ثِ سٍش ثبصگطتی هسئلِ سا حل وشدُ است . اٍ ًطبى هی دّذ وِ سٍی یه هثلث هتسبٍی الاضلاع 

-هی            وِ  a  ٍb  ٍcهی تَاى یه هثلث ثب ّش صاٍیِ ای سبخت. یؼٌی ثب صٍایبی دلخَاُ 

 تَاى داضتِ ثبضین:

 سبصین. هی 1ًَع اٍل : هثلث هتسبٍی اضلاع ثب عَل  -1

 

 +a+  ٍ bٍ صٍایبی  1ًَع دٍم:  یه هثلث ثب یه ضلغ  -2

 سبصین. هی

 

 

 

 

 

 سٍی ضلغ همبثل ثِ     ًَع سَم : دٍ خظ ثب ًمغِ اضتشان دس   -3

وٌذ. )دلیل ٍ ایجبد هی   ثبضٌذ. هثلث هتسبٍی السبلیي ثب صاٍیِ پبیِ    ثب صاٍیِ     صاٍیِ  

 ضذُ است.( ًحَُ سبخت ایي هثلث دس پبییي روش

 

 

 

 

 

 سبصین سا هی     ٍ       هثلث ّبی 

4-4شکل   

3-4شکل   

2-4شکل   
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                

                

           

 

،        ّوٌْطت ّستٌذ. ایي ًطبى هی دّذ وِ     ٍ       ثبثت هی ضَد هثلث ّبی 

تَاى . ثِ ّویي تشتیت هی    ٍ      چَى دٍ هثلث یىسبى ضذًذ پس ضلغ هطتشن ّستٌذ ٍ ًمبط 

 ّب سا وٌبس ّن لشاس داد. هثلث ّبی دیگش سا ًیض سبخت ٍ آى

 

 

 

 

 

 

5-4شکل   
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 ثبضذ.  360oتَجِ وٌیذ جوغ صٍایبی ساس ّبی هثلث هتسبٍی الاضلاع  

(a+)+(c+)+(b++)+(0+) 
= a+60o+c+60o+b+120o+60o 

=(a+b+c)+300o=360o 

ثیٌین هثلث ثضسگتش اص سٍی هثلث تسبٍی است ٍ اضلاع هٌغجك ّستٌذ. هی D ،360oچَى جوغ صٍایب دس 

 ، ثِ ًتیجِ هغلَة دست پیذا وشدین.3a، 3b  ٍ3cالاضلاع سبختِ ضذُ است ثب صٍایبی 

 

 

 

 

 

 

 دس ثیطتش سبختبسّبی اثجبت ثبصگطتی لضیِ هَسلی، اثجبت ثب. [4 ,3]  صادُ سٍش اثجبت وشم .5

یه هثلث هتطبثِ ثب هثلث دادُ ضذُ ثِ 

پبیبى هی سسذ اهب دس اثجبت دوتش وشم 

صادُ ثب اجتٌبة اص تطبثِ، دس اًتْبی اثجبت، 

6-4شکل   

7-4شکل   

1-5شکل   
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  (.2ثِ هثلث اٍلیِ هی سسین. ّوچٌیي دس ایي اثجبت، لضیِ ًیوسبصّب )لن

 

 [7]ثشای اثجبت ّش وذام اص گبهْبی لضیِ وفبیت هی وٌذ. اثجبت دلیك ایي لضیِ دس هٌجغ  .6

 ، ایٌجب سٍش اثجبت ػٌَاى هی گشدد.روش ضذُ است 

 

 ضَد.  ثذیي تشتیت خَاّین داضت : ثشای اثجبت، اثتذا هسئلِ حل ضذُ دس ًظش گشفتِ هی

         
         
         

           
 

ًمغِ ای دسٍى     : فشض وٌیذ2لن

ثِ تشتیت ًمبعی سٍی  B  ٍCٍ  ̂   صاٍیِ 

تب اص سپس اگش دٍ  ّستٌذ.   ٍ     اضلاع 

گبُ سَهی ّن آً ذ،ٌی صیش دسست ثبضگضاسُ

 .[6 ,3]   دسست است

 

 

 

 

 

 لشاس داسد. ̂   ی سٍی ًیوسبص صاٍیِ  ًمغِ ی  .1

2.      . 

 .اًذاًذ یب هىولیب هسبٍی ̂   ٍ  ̂   صاٍیِ ی  .3

2-5شکل   
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 خَاّین داضت : 2ثٌبثش لن 

   ̂     ̂     
   ̂     ̂     
   ̂     ̂      

وٌین سسن هی α  ٍβٍ صٍایبی جبًجی      ثب داضتي ضلغ        حبل ثشای اثجبت لضیِ هَسلی هثلث 

ٍ      سسن وشدُ ثِ ّویي تشتیت هثلث     ٍ   αثب صٍایبی جبًجی    سا سٍی ضلغ      سپس هثلث 

ثبضذ. هتسبٍی الاضلاع ثَدُ وِ ّوبى هثلث هَسلی هی     پس هثلث          ثبثت هی وٌین 

ّوبى ًمغِ    وٌین ًمغِ سسن وشدُ ٍ ثبثت هی   ٍ     ثب صٍایبی جبًجی  PQسا سٍی ضلغ         هثلث 

C ضَد.است، ثذیي تشتیت حىن وبهل هی 
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